
非負値行列因子分解NMFの多チャンネル拡張
Multichannel Extensions of Nonnegative Matrix Factorization

澤田 宏 亀岡 弘和 荒木 章子 上田 修功
日本電信電話株式会社　NTTコミュニケーション科学基礎研究所

Hiroshi Sawada Hirokazu Kameoka Shoko Araki Naonori Ueda

NTT Communication Science Laboratories, NTT Corporation

アブストラクト 非負値行列因子分解（NMF: Nonnega-
tive Matrix Factorization）は，音，画像，文書データ等，
様々なデータの解析に用いられている．本発表では，特

に音響信号を解析するという文脈で，NMFを多チャンネ
ルに拡張する．音響信号を NMFで解析する際には短時
間フーリエ変換を施すため，複素数の多次元ベクトルと

して与えられるデータに対して，非負性というものを考

えることになる．我々は，半正定値エルミート行列を用

いてこの非負性をモデル化する．また，ユークリッド距

離と板倉齋藤距離のそれぞれの規範に対して，効率的に

収束する多チャンネル NMFのための更新式を提案する．
楽器音の分離実験を行い，提案法の優位性を示す．

1 はじめに

非負値行列因子分解（NMF: Nonnegative Matrix Fac-
torization）は，与えられた非負値行列Xをより小さい二
つの非負値行列 Tと V に因子分解するものである．こ

れは，画像のパーツ分解 [1]，文書クラスタリング [2]，音
楽の自動採譜 [3]など，幅広い応用分野を持つ信号処理／
データ解析手法である．音響信号や音楽を対象とする場合

は，それらの時間領域波形に短時間フーリエ変換（STFT:
Short-Time Fourier Transform）を施し，さらに各時間周
波数スロットの値（複素数）の絶対値やその二乗を計算す

る（式１参照）ことで，非負値行列Xを作成する．図 1
に示す通り，分解後の行列 Tには頻出する音の周波数パ
ターンが基底として抽出され，行列Vには各基底がどの

タイミングでアクティブになるかという情報が得られる．

さて近年，図 2に示すように，音源分離や音源位置推定
を目的として，複数のマイクロホンを用いる状況でNMF
を多チャンネルに拡張する研究がいくつか行われている．

瞬時混合に関わるもの [4], [5]では，各音源から各マイク
ロホンへのゲインがモデル化されるが，ゲインは非負値

であるため，単純に行列からテンソルへ拡張するだけで

良い．一方，畳み込み混合では，マイクペア間の位相差が

音源分離や方向推定において重要な情報となるため，複

素数を扱う必要がある．しかし，NMFの枠組みにおける
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図 1: NMFの音楽信号への適用例

非負性をどのように考えるかは自明ではない．文献 [6], [7]
では，音源モデルと混合過程を分け，音源をNMFでモデ
ル化している．また，最適化の方法として EMアルゴリ
ズムを用いているが，収束が非常に遅いという問題点が

ある．

本稿では，まず，NMFの多チャンネル拡張において，
非負性というものをより明示的にモデル化した因子分解

の形を定義する．そして，ユークリッド距離と板倉齋藤距

離のそれぞれについて多チャンネルでの距離を定義する．

その後，これらの距離を効率的に最小化する多チャンネ

ルNMFの更新式を示す．この更新式は，通常の１チャン
ネルで広く用いられているMultiplicative更新式の形をし
ており，チャンネル数を 1にすれば通常の形に帰着する
ことから，NMFの自然な多チャンネル拡張であると言え
る．また，既存の EMアルゴリズムに基づくものと比較
し，提案の更新式が良好に収束することを実験で示す．

本稿では次に，提案する NMFの多チャンネル拡張に
おいて，新たに潜在変数 Zを導入する．これにより，空

間的特徴に従って NMFの基底がクラスタリングされる
仕組みがNMFの枠組みにビルトインされる．この新たな
拡張についても同様の Multiplicative更新式が導かれる．
そして，そのNMF結果に基づいてウィナーフィルタを構
成することで，音源分離が達成される．楽器やヴォーカル

が混合された音楽信号を用いた音源分離の実験では，特

に板倉齋藤距離の場合に，以前の筆者らの音源分離手法

[8] に優る結果を得た．
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図 2: NMFの多チャンネル拡張により，音源の位置や到
来方向に従って NMFの基底がクラスタリングされ，音源
分離が行える．

2 非負値行列因子分解NMF

本章では，準備として，通常の１チャンネル NMFの定
式化とアルゴリズム [9]–[11]を説明する．

2.1 定式化

x̃ij ∈ Cを周波数ビン i，時間フレーム jにおける STFT
の値とする．NMFを適用するためには，この複素数を非
負値 xij ∈ R+に変換する必要がある．そのためには，複

素数の絶対値かその二乗

xij =

⎧⎨
⎩|x̃ij |
|x̃ij |2 = x̃ij x̃

∗
ij

(1)

が用いられることが多い．ここで ·∗は複素共役を示す．す
べての i = 1, . . . , I と j = 1, . . . , J に関する上記変換の結

果 xij により，行列X, [X]ij = xij を構成する．

NMF は，I × J サイズの非負値行列をXを，I × K

の非負値行列 TとK × J の非負値行列 Vの積に因子分

解する．K は NMFの基底の数であり，一般には解析す
る人が事前知識や経験に基づいて，あるいは試行錯誤的

に決める．因子分解後の二つの行列の要素 tik = [T]ik，
vkj = [V]kj は非負値 tik ∈ R+，vkj ∈ R+ に限定される．

NMFのアルゴリズムは，与えられた行列Xとその因
子分解形 TVとの距離を最小化することを目的として設

計される．xij と等しくなるべき因子分解形の要素を

x̂ij =
∑K

k=1 tikvkj (2)

と定義すると，当該行列間の距離は，

D∗(X, {T,V}) =
I∑

i=1

J∑
j=1

d∗(xij , x̂ij) (3)

と定義される．ここで，d∗ は要素毎の距離であり，以下
の 3種類が広く用いられている．
ユークリッド距離の 2乗

dEu(xij , x̂ij) = |xij − x̂ij |2 , (4)

一般化 Kullback-Leibler (KL) divergence

dKL(xij , x̂ij) = xij log
xij

x̂ij
− xij + x̂ij , (5)

板倉齋藤距離（IS divergence）

dIS(xij , x̂ij) =
xij

x̂ij
− log

xij

x̂ij
− 1 . (6)

2.2 Multiplicative更新式

式 (3)と式 (4),(5),(6)のいずれかにより定義される距
離は，以下の手順で最小化できる．まず，行列TとVの

要素を非負値でランダムに初期化する．その後，以下の

更新式を収束するまで繰り返し適用する [9], [11]．
ユークリッド距離の 2乗

tik ← tik

∑
j xijvkj∑
j x̂ijvkj

, vkj ← vkj

∑
i xijtik∑
i x̂ijtik

(7)

一般化 Kullback-Leibler (KL) divergence

tik ← tik

∑
j

xij

x̂ij
vkj∑

j vkj
, vkj ← vkj

∑
i

xij

x̂ij
tik∑

i tik
(8)

板倉齋藤距離（IS divergence）

tik ← tik

√√√√∑j
xij

x̂ij

vkj

x̂ij∑
j

vkj

x̂ij

, vkj ← vkj

√√√√∑i
xij

x̂ij

tik

x̂ij∑
i

tik

x̂ij

(9)

これらの更新式は，更新前の要素（tik あるいは vkj）に

別の非負値が掛けられて更新後の値を得る形になってい

るため，multiplicativeと呼ばれる．行列 T, Vの要素が

全て非負値であれば，これらの更新式を何度適用しても

非負値のままである．もし距離が完全に 0 になれば，全
ての i, jに関して xij = x̂ij となるため，掛けられる値が

1となり更新式では何も変化しないことが観察できる．

3 NMFの多チャンネル拡張

本章では，NMFの多チャンネル拡張を考える．

3.1 定式化

マイクロホンの数を M とすれば，ある時間周波数ス

ロットでの STFT の値は M 次元の複素ベクトル x̃ =
[x̃1, . . . , x̃M ]T ∈ CM で表現される（m番目のマイクロホ

ンの STFTの値が x̃mとなる）．NMFを適用するために
は，この複素ベクトルを非負性に関連する何かに変換す

る必要がある．本稿では，ベクトルの外積

X = x̃ x̃H =

⎡
⎢⎢⎣
|x̃1|2 . . . x̃1x̃

∗
M

...
. . .

...
x̃M x̃∗

1 . . . |x̃M |2

⎤
⎥⎥⎦ (10)



図 3: 多チャンネルNMFの模式図．I = 6, J = 10, K = 2,
M = 2の場合．非負値はグレー，複素数は赤で表示．

かその要素の絶対値に平方根を施したもの

X =

⎡
⎢⎢⎣

|x1| . . . |x1xM | 12 sign(x1x
∗
M )

...
. . .

...
|xMx1| 12 sign(xMx∗

1) . . . |xM |

⎤
⎥⎥⎦ ,

(11)
を考える．ここで，sign(x) = x

|x| である．いずれにせよ，
Xはエルミート XH = Xかつ半正定値性（すべての固有

値が非負）を持つ行列となる．次に，図 3の左側に示すよ
うな，サイズ I ×J の階層的な行列Xを考える．その i, j

要素 [X]ij = Xij は，周波数ビン i，時間フレーム j に対

応し，上記の通り定義したサイズM ×M の行列である．

次に，因子分解後の形として，図 3の右側に示すように，
サイズ I ×K の階層的な行列H ◦TとサイズK × J の非

負値行列Vの積を考える．ここで，Hはサイズ I ×Kの

階層的な行列であり，その i, k要素 [H]ik = Hik は，周波

数ビン i，基底 kの空間的特徴を表現するサイズM ×M

のエルミート半正定値行列である．また，◦は要素毎の
積 (Hadamard product)であり，[H ◦T]ik = Hiktik とな

る．Hik と tik の間のスケールの任意性を取り除くため，

tr(Hik) = 1, tr(H) =
∑M

m=1 hmm とする．

上記の因子分解後の形から，Xij と等しくなるべき要

素は

X̂ij =
K∑

k=1

Hiktikvkj , (12)

となるが，これらの要素間の距離 d∗(Xij , X̂ij)が定義でき
れば，式 (3)と同様に，全体の距離が

D∗(X, {T,V,H}) =
I∑

i=1

J∑
j=1

d∗(Xij , X̂ij) (13)

と定義できる．前章で示した 3種類の距離について多チャ
ンネル拡張が可能かどうかを検討したところ，以下の 2種
類については複素正規分布から導かれる自然な定義が存

在した [12]．
ユークリッド距離の 2乗

dEu(Xij , X̂ij) = ||Xij − X̂ij ||2F , (14)

多チャンネル板倉齋藤距離（IS divergence）

dIS(Xij , X̂ij) = tr(Xij X̂
−1
ij )− log detXij X̂

−1
ij −M , (15)

ここで ||B||2F =
∑M

m=1

∑M
n=1 |bmn|2 はフロベニウスノル

ムの二乗である．

3.2 Multiplicative更新式

式 (13)と式 (14)あるいは (15)により定義される距離
は，以下の更新式を繰り返すことで最小化される [12], [13]．
これらの更新式は，M = 1，Xij = xij，Hik = 1と仮定す
れば，１チャンネルNMF の更新式，式 (7)あるいは (9)
に帰着される．

EU-NMF (ユークリッド距離の 2乗)

tik ← tik

∑
j vkjtr(XijHik)∑
j vkjtr(X̂ijHik)

(16)

vkj ← vkj

∑
i tiktr(XijHik)∑
i tiktr(X̂ijHik)

(17)

Hik ←
(∑

j vkjXij

)(∑
j vkj X̂ij

)−1

Hik . (18)

Hikのエルミート半正定値性を保つために，以下の後処理が

必要となる．まず，エルミート性のためにHik ← 1
2 (Hik +

HH
ik)とする．次に半正定値性のために，固有値分解Hik =

UDUH を行い，対角行列 D の負の値を 0にした新たな行
列 D′を用いて Hik ← UD′UH と更新する．

IS-NMF (多チャンネル板倉齋藤距離)

tik ← tik

√√√√∑j vkjtr(X̂−1
ij XijX̂

−1
ij Hik)∑

j vkjtr(X̂−1
ij Hik)

(19)

vkj ← vkj

√√√√∑i tiktr(X̂−1
ij XijX̂

−1
ij Hik)∑

i tiktr(X̂−1
ij Hik)

(20)

Hik の更新のためには，代数的 Riccati方程式（解き方を
次項に示す）

HH
ikAHik = B (21)

を

A =
∑

j

vkj X̂
−1
ij , B = H′

ik

⎛
⎝∑

j

vkj X̂
−1
ij Xij X̂

−1
ij

⎞
⎠H′

ik

として解く．ここで，H′
ik は更新前の行列を示す．

3.2.1 Riccati方程式の解き方

式 (21)を解くためには，まず，2M × 2M 行列[
0 −A

−B 0

]
(22)



の固有値分解を行う．理論的にはM 個の固有値が負にな

り，これらに対応するM 個の固有ベクトルを e1, . . . , eM

とする．しかし実際には，計算機での有限精度から発生す

る数値誤差に対応するため，2Mの固有値を昇順に従って並

べ替え，最初のM個に対応する固有ベクトルをe1, . . . , eM

とする．次に，これらM 個の 2M 次元ベクトルを

em =

[
fm
gm

]
for m = 1, . . . , M (23)

と分解して表現する．ここで，fmとgmはM次元ベクトル

である．そして，行列F = [f1, . . . , fM ]とG = [g1, . . . ,gM ]
を構成して，

Hik = GF−1 (24)

を計算する．再度数値誤差に対処するために，Hik ←
1
2 (Hik + HH

ik) としてエルミート性を担保する．以上で，
式 (21)の解 Hik が得られる．

3.3 Hik の解釈

提案する多チャンネルNMFアルゴリズム，すなわち式
(16)-(18)あるいは (19)-(21)の結果として，行列 T, V,
Hが得られる．TとVの解釈については，通常の１チャ
ンネルNMFと同様である．本節では，新たに導入した行
列Hの解釈を説明する．
要素 Hik をランク１モデル [14]で

Hik = hikhH
ik + εikI

と近似して考える．ここで，h = [h1, . . . , hM ]T ∈ CM は

混合ベクトル，εは小さな正のスカラ値，IはサイズM×M

の単位行列である．この近似形から，Hik の対角要素は，

k番目のNMF基底の i番目の周波数ビンにおける各マイ

クロホンへのゲインの二乗を示し，非対角要素はマイク

ロホン間の位相差を示していることが分かる．

マイクロホンアレーのサイズ（マイクロホンの間隔）が

小さい場合，ゲイン差よりも位相差の方が特徴を示しや

すい．図 4に，多チャンネルNMFで学習した行列Hか

ら抽出した位相差を示す．基底番号 k = 1, 2, 5, 6は似た
空間的特徴を示していることから，これらの基底は同じ

方向から到来した音に対応すると推測できる．他に基底

番号 k = 4, 7, 8, 9 のグループがあるが，これらは別の方
向から到来していると推測できる．この様な空間的特徴

の違いに基づいて NMFの基底をクラスタリングするこ
とで，図 2に示す通り，音源分離が達成される．クラス
タリングの方法は次節で説明する．

3.4 基底のクラスタリング

本節では，多チャンネルNMFの定式化を少し変更する
ことで，K個の行列Hi1, . . . , HiK を L個にクラスタリン

周
波
数

基底

図 4: 学習された空間的特徴の例を arg([Hik]12)の値とし
て示す．これらは，i番目の周波数，k番目のNMF基底に
関する 1つ目と 2つ目のマイクロホン間の位相差である．

グすることを考える．まず，サイズL×Kの新たな行列Z

を導入する．その要素 zlk は，k番目の行列が l番目のク

ラスタに属する (zlk = 1)か属さない (zlk = 0)かを示す
変数とする．そして，式 (12)におけるHikを

∑L
l=1 Hilzlk

で置き換えると

X̂ij =
K∑

k=1

(
L∑

l=1

Hilzlk

)
tikvkj . (25)

となる．この様に X̂ij のモデル化を変更しても，式 (14)
のユークリッド距離の 2乗や式 (15)の多チャンネル板倉
齋藤距離はそのまま定義できるため，多チャンネルNMF
として定式化できる．

さてここで，新たに導入した行列Z, [Z]lk = zlkを行列

TやVと同様に最適化するため，zlk ≥ 0かつ
∑L

l=1 zlk =
1を満たす連続値として zlk を定義し直す．この変更によ

り，zlkはその値自体から，事後確率p(zlk = 1|X,T,V,H)
に基づく zlkの期待値に置き換わった，と捉えることがで

きる．図 5は，図 4に示すK = 10個の基底を L = 2個
のクラスタにクラスタリングした結果を示す．

さて，式 (12)を式 (25)を置き換えた多チャンネルNMF
は，以下の更新式により実行できる [12], [13]．

EU-NMF (ユークリッド距離の 2乗)

tik ← tik

∑
l zlk

∑
j vkjtr(XijHil)∑

l zlk

∑
j vkjtr(X̂ijHil)

(26)

vkj ← vkj

∑
l zlk

∑
i tiktr(XijHil)∑

l zlk

∑
i tiktr(X̂ijHil)

(27)

zlk ← zlk

∑
i,j tikvkjtr(XijHil)∑
i,j tikvkjtr(X̂ijHil)

(28)

Hil ←
(∑

k zlktik
∑

j vkjXij

)(∑
k zlktik

∑
j vkjX̂ij

)−1

Hil

(29)
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図 5: 図 4に示した行列Hの要素を 2つにクラスタリン
グした様子．これらは arg([Hil]12)の値として示されてお
り，lはクラスタの番号を示す．行列Zは k番目の基底が

l番目のクラスタに属するかどうかを連続値で示している．

IS-NMF (多チャンネル板倉齋藤距離)

tik ← tik

√√√√∑l zlk

∑
j vkjtr(X̂−1

ij Xij X̂
−1
ij Hil)∑

l zlk

∑
j vkjtr(X̂−1

ij Hil)
, (30)

vkj ← vkj

√√√√∑l zlk

∑
i tiktr(X̂−1

ij Xij X̂
−1
ij Hil)∑

l zlk

∑
i tiktr(X̂−1

ij Hil)
, (31)

zlk ← zlk

√√√√∑i,j tikvkjtr(X̂−1
ij Xij X̂

−1
ij Hil)∑

i,j tikvkjtr(X̂−1
ij Hil)

. (32)

Hil の更新のためには，代数的 Riccati方程式

HH
il AHil = B (33)

を

A =
∑

k zlktik
∑

j vkj X̂
−1
ij , (34)

B = Hil

(∑
k zlktik

∑
j vkj X̂

−1
ij XijX̂

−1
ij

)
Hil . (35)

として解く，なお，zlkに関しては，制約条件
∑L

l=1 zlk = 1
を満たすために，正規化 zlk ← zlk / (

∑
l zlk)を式 (28)あ

るいは (32)の後処理として行う．

3.5 信号の分離

観測信号に STFT を適用した際の，周波数ビン i，時

間フレーム j における STFT の値をチャンネル方向に並
べた M 次元複素ベクトルを x̃ij とする．また，同様に

ỹ(l)
ij を l番目の分離信号の STFT値のベクトルとする．前
節で示した基底のクラスタリング機能付き NMFの結果
T,V,Z,Hが得られれば，分離信号は，各m番目のチャ

ンネルに適用される通常の１チャンネルウィナーフィルタ

[ỹ(l)
ij ]m =

[Hil]mm

∑K
k=1 zlktikvkj∑L

l=1[Hil]mm

∑K
k=1 zlktikvkj

[x̃ij ]m , (36)

表 1: 18秒の信号に対してNMFの更新式 1000回の繰り
返しに要した計算時間（秒）．

1チャンネル 提案法 EM
EU-NMF 4.46 271.69 -
IS-NMF 14.16 1082.54 3802.97

か，M チャンネル全体へのウィナーフィルタ

ỹ(l)
ij =

(∑K
k=1 zlktikvkj

)
HilX̂

−1
ij x̃ij , (37)

により得られる．ここで，X̂ij は (25)で定義されるもの
である．

4 実験

3音源 2マイクの状況での混合音を作成し実験を行った．
具体的には，残響時間 200msの部屋で収録したインパルス
応答と，Signal Separation Evaluation Campaign (SiSEC
2011) [15]のProfessionally produced music recordingsか
らの楽器音やヴォーカルの音源を畳み込んで，混合音を作

成した．サンプリング周波数は 16 kHz, 短時間フーリエ
変換 STFTのフレーム幅は 64 ms，シフトは 16 ms とし
た．アルゴリズムはMatlabで実装し，Intel Core i7 965
(3.2 GHz)上で実行した．複素ベクトル x̃を半正定値行列
X に変換する際には，EU-NMFでは式 (11)を，IS-NMF
では式 (10)を用いた．
図 6に，3.2節に示した多チャンネル NMFアルゴリズ

ムの収束の様子を示す．比較のため，１チャンネル NMF
の様子や，EMアルゴリズムを用いた多チャンネル NMF
の様子も示す．図から，提案の多チャンネル NMF アル
ゴリズムは，既存の EM アルゴリズムに基づくものと比
べて明らかに良い収束の様子を示し，１チャンネルNMF
の収束の様子と似ていることが見て取れる．表 1に 1000
回の繰り返しに要した計算時間を示す．NMFの多チャン
ネル拡張は実行にかなりの時間を要するが，既存の EM
アルゴリズムよりは軽減されている．また，IS-NMFは
EU-NMFより時間を要する．
図 7に，3.4節で提案した基底クラスタリング機能付き

の多チャンネル NMF による音源分離の結果を示す．信
号の分離には，EU-NMFでは式 (36)を，IS-NMFでは式
(37)を用いたものがそれぞれ良い結果を出したため，そ
の組み合わせを採用した．IS-NMFは概ね EU-NMFより
良い分離性能を示している．これは，低域と高域を同等の

重要度で扱う板倉齋藤距離 (IS-NMF)の良さによるもの
と考える．ユークリッド距離の場合 (EU-NMF)も，前処
理として周波数ビン毎にパワーの正規化を行ったが，表

記の結果となった．また IS-NMFは，既存の音源分離手
法 [8]（UBSS）よりも良い分離性能を達成している．楽
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図 6: 18秒の信号に対する NMF アルゴリズムの収束の
様子．両対数プロットで表示．上部は EU-NMF，下部は
IS-NMF．左側は１チャンネル，右側は多チャンネル．
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図 7: 音源分離性能．3つの出力の SDRの平均値．NMF
に基づく手法 (EU-NMFと IS-NMF)では，各混合音 IDに
対して 10回の試行を行った．比較のため，既存の音源分
離手法 [8] (UBSS) による結果も示す．

器音を多く含む音楽信号に対して，頻出バターンを抽出

するNMFの特性が良好に働いたものと言える．表 2に計
算時間を示す．表 1と同様，多チャンネルNMFは多くの
計算時間を要することが，現状の課題として認識される．

5 おわりに

多チャンネルNMFの新たな定式化とアルゴリズムを提
案した．導出されたアルゴリズムは，これまでの EMア
ルゴリズムより明らかに良い収束の様子を示し，通常の

１チャンネルNMFと同様に収束する．また，音源分離の
実験を行い，既存の手法より良い分離性能を示した．多

くの計算時間を要することが現状の課題であり，今後は，

GPGPUなどによる効率的な実装を検討していきたい．

表 2: 図 7に結果を示した音源分離手法について，各混合
音に対して要した計算時間 (秒)．

ID=1 ID=2 ID=3 ID=4
EU-NMF 135.16 207.82 201.96 164.42
IS-NMF 436.42 696.60 675.95 527.63
UBSS [8] 9.98 13.72 12.60 14.42
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