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あらまし
本稿では，関数分解 f(X) = g(h(XB);XF )の中でも特に，変数集合XB とXF が共通の変数を
持たず， hが 1出力関数である simple disjunctive decompositionについて議論する．その中で
も， 1)変数集合XB が対称変数集合であるもの， 2)分解後の関数 gの入力数が 2であるもの，
は容易に検出できることを示す．また，積和形論理式の多段化の前処理に simple disjunctive de-

compositionを用いることについても議論する．
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abstract

Simple disjunctive decomposition is a special case of a functional decomposition f(X) =

g(h(XB); XF ), where variables are divided into two disjoint sets XB and XF , and h is a

single-output function. This paper presents that simple disjunctive decompositions, 1) where

XB is a set of symmetric variables, and 2) where g is a 2-input function, can be easily de-

tectable. We also discuss the application of simple disjunctive decompositions to multi-level

logic synthesis.
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1 はじめに

論理関数の分解は，多段論理合成において重要

な要素技術である．一般に，論理関数 f を f(X) =

g(h(XB);XF )のように変形することを関数分解

(functional decomposition)と呼ぶ．その中でも，

変数集合X が 2つの重なりのない変数集合XB

とXF に分けられ，しかも hが 1出力関数である

ものは， simple disjunctive decompositionと呼

ばれる [1, 2, 3]．本稿では，関数分解の中でも特

に，この simple disjunctive decompositionにつ

いて議論する．以下，文脈から明白な場合は，こ

れを単に分解と呼ぶことにする．このような分解

は，変数集合を 2つの独立なものに分け，それら

を結ぶ結線がただ 1本であるという点で，非常に

性質の良いものである． 1出力関数の最適な多段

論理表現を求める場合，そのような分解が見つか

れば，これを適用すべきである．

関数 f と変数集合の分割XB，XF に対して sim-

ple disjunctive decompositionが存在するため

の条件は，変数集合XB に定数値 f0; 1gjX
B
j を割

り当てた結果のすべての関数が，ただ 2種類だけ

になるということである．近年，変数集合XB が

XF よりも先に展開されるような変数順で，関数

f の順序付き二分決定グラフ (ordered binary de-

cision diagram, OBDD)[4]を構築することによ

り，分解のための条件を効率的に判定する方法 [5]

が提案された．この方法により，ある与えられた

XB に対しては，分解が存在するかどうかが効率

的に調べられるようになったが，分解を与える変

数集合XB を見つけることは，依然として難しい

問題である．可能なXB の組合せの数は，関数の

変数の数に対して指数関数的に増大するため，す

べての組合せに対して調べることは，大規模な論

理関数に対しては現実的ではない．

そこで我々は，大規模な論理関数にも適用でき

るようにするため，検出する simple disjunctive

decompositionの形を以下の 2種類に絞り，処理

の高速化を図る．

1. 変数集合XB が対称変数集合である場合

2. 分解後の関数 gの入力数が 2である場合

これらの形に当てはまらないものでも，これらの

分解を再帰的に適用することで，発見できる可能

性がある．

対称変数集合とは，その集合の中で変数を入れ

替えても，もとの論理関数が変化しない変数集合

のことを言う．完全指定論理関数の場合， 2変数

の対称性は同値関係であるため，すべての 2変数

ペアの対称性を調べることで，対称変数集合を求

めることができる．論理関数の 2変数の対称性を

調べることは，大規模な論理関数に対しては，比

較的計算コストのかかることであった．しかし，

逆に，非対称な 2変数ペアのいくつかをOBDD

の形から検出する方法が近年提案され [6]，対称性

の計算の効率化が可能になった．本稿では，彼ら

の手法を改良し，さらに効率的に 2変数の対称性

を検出する方法を提案する．また， 1番目に挙げ

た分解の形において，対称変数集合がさらに強い

条件を満たせば，XB がXF よりも先に展開され

るような変数順のOBDDを構築することなく分

解の存在が分かることも示す．

2番目に挙げた分解後の関数 gの入力数が 2で

ある場合は，関数 f のOBDDを構築して，ある

変数のすべてのノードがある条件を満たすかどう

かで調べることができる．なお，この形は，関数

を f(X) = g(h1(X1); h2(X2))の形 (X1 とX2は

重なりのない変数集合)に分解する bi-decomposition

[7, 8]の特別な形である．それゆえ，本稿で述べる

アルゴリズムは，より単純なものとなっている．

以下では，まず 2章で用語を定義し，上記の各

手法の詳細を 3章で述べる． 4章では，多段論理

合成における応用として，代数的手法による積和

形論理式の多段化の前処理に simple disjunctive

decompositionを用いることについて議論する．

5章では実験結果と考察を示し， 6章で結論を述

べる．

2 準備

2.1 Simple disjunctive decomposition

論理関数 f(X): f0; 1gjXj ! f0; 1gを以下の形

式で表現できるとき， simple disjunctive decom-
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図 1: Simple disjunctive decomposition

positionが存在するという．

f(X) = g(h(XB);XF );

ここで，XB とXF は，XB [ XF = X かつ

XB \ XF = ;を満たす変数の集合であり， g:

f0; 1gjX
F
j+1 ! f0; 1gと h: f0; 1gjX

B
j ! f0; 1g

は論理関数である．集合XB とXF はそれぞれ，

bound set， free setと呼ばれる．また， gは分

解の像と呼ばれ，本稿では hを分解の部分関数と

呼ぶことにする．

Ashenhurst [1]は， simple disjunctive decom-

positionが存在するかどうかを調べるために，分

解表 (decomposition chart)というものを用いた．

これは，列と行にそれぞれXB とXF を対応させ

た真理値表である．もし，その列に現れるベクト

ルの種類が 2であれば，上記の分解が存在するこ

とになる．本稿では，関数 f と変数集合XB に対

し， SDF (f;XB) = fdf j df = f(�;XF );8� 2

f0; 1gjX
B
jgなるものを定義する (SDF: Set of Dis-

tinct Functions)．これは，分解表における異なる

列ベクトルの集合に相当する． Laiら [5] は，関

数 f に対して，XB の変数がXF の変数よりも先

に展開されるような変数順のOBDDを作ること

で SDF (f;XB)を効率良く計算する技法を提案し

た．分解が存在する場合，部分関数 hは，関数 f

の df0と df1をそれぞれ 0と 1に置き換えること

で得られる (ただし， SDF (f;XB) = fdf0; df1g)．

また，分解の像 gは， g = df0 � h
0 + df1 � hで与え

られる．

例えば，図 1に示す関数 f = a0b + cdに対

し，XB を fa; bgとすると， SDF (f; fa; bg) =

fcd; 1gであり，その大きさは 2であるから sim-

ple disjunctive decompositionが存在する．部分

関数 hは， df0と df1 をそれぞれ 0と 1に置き換

えることで得られるので， h = a0bである．像は

g = cd � h0 + 1 � h = cd+ hとなる．

2.2 対称変数集合

変数 xの否定を x0のように表記する．関数 f

の変数 xi に関する 2つのコファクタ (cofactor)

は， fxi = f(x1; : : : ; xi�1; 1; xi+1; : : : ; xn)と fx0
i

= f(x1; : : : ; xi�1; 0; xi+1; : : : ; xn)で与えられる．

関数 f(x1; : : : ; xn)が，変数 xi と xj(あるいは xi

と x0

j)を入れ替えても変化しないとき， fxi; xjg(あ

るいは fxi; x
0

jg)に関して対称 (symmetric)であ

るという．関数 f が， fxi; xjg (あるいは fxi; x
0

jg)

に関して対称であるための必要十分条件は， fxix0j
=

fx0
i
xj

(あるいは fxixj = fx0
i
x0
j

)である．

完全指定論理関数においては，対称性は同値関

係である．従って，変数集合に関する対称性は，

2変数の対称性の集合から計算できる．そのよう

な変数集合を対称変数集合と呼ぶことにする．例

えば，関数 f = ab0c + dは fa; b0gや fb0; cgに関

して対称であり，その結果 fa; b0; cgは対称変数集

合となる．

さらに本稿では， [9]に見られる以下の定義を

用いる．関数 f が fxi; xjgに関して対称であり，

かつ fxi; x
0

jgに関しても対称であるとき，変数 xi

と xj に関してmultiform symmetricである

という．また，関数 f において， fxj の xi に関す

る 2つのコファクタが同じ，すなわち fx0
i
xj

=

fxixj であるとき，空間 xj = 1において xi に関し

て single-variable symmetricであるという．

同様に， fx0
j

の xi に関する 2つのコファクタが同

じ，すなわち fx0
i
x0
j

= fxix0j
であるとき，空間 xj

= 0において xi に関して single-variable sym-

metricであるという．

もし， f が対称変数集合を持ち，その集合のあ

る 2変数ペアに関してmultiform symmetricであ

れば， f はその集合のすべての 2変数ペアに関し



てmultiform symmetricである．同様に，ある 2

変数ペアに関して single-variable symmetricであ

れば， f はその集合のすべての 2変数ペアに関し

て single-variable symmetricである．

3 Simple disjunctive decomposition

の高速化

3.1 XB が対称変数集合である場合

3.1.1 OBDDを用いた対称変数集合の検出

まず，関数 f の対称変数集合をOBDDを用い

て調べる．OBDDにおいて，より先に展開され

る変数の方がレベルが大きいもとのし，レベルか

ら変数添字への写像 �で変数順を表すものとす

る． 2変数の対称性は同値関係であるため，関数

f の対称変数集合を完全に調べるには，すべての

x�(i)(n � i � 2， nは f の変数の数)に対して，

f が fx�(i); x�(j)gあるいは fx�(i); x
0

�(j)
gに関して

対称である変数 x�(j)(i > j)が存在するかどうか

を調べれば良い．

OBDDを用いた場合，レベルが隣接している 2

変数の対称性は，簡単に調べることができる．す

なわち，レベル iのすべてのノード vにおいて，

f v
x�(i)x

0

�(i�1)

= fv
x0
�(i)

x�(i�1)
あるいは fvx�(i)x�(i�1)

=

f v
x0
�(i)

x0
�(i�1)

が満たされれば， fx�(i); x�(i�1)gある

いは fx�(i); x
0

�(i�1)
gに関して対称である．

一方，レベルが大きく離れている 2変数の対称

性を調べることは，それほど簡単ではない．その

ため，文献 [6]では，非対称である 2変数ペアのい

くつかをOBDDの形から求める手法を提案して

いる．これを用いることで，手間をかけて調べる

2変数ペアの数を減らせることができる．

定理 1 ([6]) 関数 f が変数順 �のOBDDで表現

されているとする．以下の 2つの条件のどちらか

が満たされるとき， f は変数 x�(i)と x�(j) (i > j)

に関して非対称である．

1. レベル iのあるノードが表す関数が，変数 x�(j)

に依存していない．

2. 根ノードからレベル j のノードに，レベル i

のノードを含まない経路で到達できる． 2

1の場合は，変数 x�(i) に依存する関数 f の一部分

が，変数 x�(j) に依存していないことがわかる． 2

の場合は，変数 x�(j) に依存する関数 f の一部分

が，変数 x�(i)に依存していないことがわかる．

いずれの場合も，変数 x�(i)と x�(j) を入れ替える

と，もとの関数とは違ったものになるので，これ

らの 2変数は非対称である．なお，これら 2つの

条件は，各ノードの関数が依存する変数集合を調

べておき，根ノードから深さ優先探索を行うこと

で，簡単に調べることができる．

定理 1によって非対称であると判定されなかっ

た 2変数ペアに関しては，手間をかけてその対称

性を調べる必要がある．一般には， fx�(i)x0�(j)
と

fx0
�(i)

x�(j)
のOBDDを構築して，その一致判定を

行う．しかし本稿では，この処理も高速化するた

め，以下の定理に基づいて対称性を調べる手法を

提案する．

定理 2 関数 f が変数順 �のOBDDで表現されて

いるとする．レベル iのすべてのノード vが， 8bk

2 fx�(k); x
0

�(k)
g, i�1� k � j+1に対して，

fv
x�(i)bi�1���bj+1x

0

�(j)

= fv
x0
�(i)

bi�1���bj+1x�(j)
あるいは

fvx�(i)bi�1���bj+1x�(j)
= fv

x0
�(i)

bi�1���bj+1x
0

�(j)

を満たす

とき， f は fx�(i); x�(j)gあるいは fx�(i); x
0

�(j)
g (i>

j)に関して対称である． 2

これもOBDDにおける深さ優先探索で調べるこ

とができる．その際に，上記の条件が少しでも満

たされなければ，非対称であることがわかるの

で，探索をすぐに止めることができる．

3.1.2 XORゲートを用いた分解

関数 f のある対称変数集合 S が，multiform sym-

metricである 2変数を含んでいれば， 2.2章で述

べたように， S 内のすべての 2変数ペアに関して

multiform symmetricである．従って，各 2変数

ペア a; b 2 S に対し， fab0 = fa0b かつ fab =

fa0b0 が成立する．この場合， SDF (f; S)の大きさ

は 2であり， simple disjunctive decomposition

が存在することがわかる．分解の部分関数は，

SDF (f; S)の 2つの要素を 0と 1で置き換えるこ

とで得られるが．これはXORゲートで実現でき

る．
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図 2: XORゲートを用いた分解

例として，図 2に示す f = abc+ ab0c0 + a0bc0 +

a0b0c+ deを考える．対称変数集合は fa; b; cgであ

り， fab0 = fa0b = c0 + de， fab = fa0b0 = c + de

であることから， fa; b; cgのすべての 2変数ペア

に関してmultiform symmetricである．従って，

simple disjunctive decompositionが存在する．分

解の部分関数は， h = a� b� cで与えられ，これ

はXORゲートで実現できる．

3.1.3 ANDゲートを用いた分解

関数 f のある対称変数集合 S が， single-variable

symmetricである 2変数を含んでいれば， 2.2章

で述べたように， S 内のすべての 2変数ペアに関

して single-variable symmetricである．ここで，

各 2変数ペア a; b 2 S が， fNa0b0 = fNab0 = fNa0b

を満たすような関数 fN を考える．これは，関数

f において， S のいくつかの変数の極性を反転さ

せることで得られる．この場合， SDF (fN ; S)の

大きさは 2であり， simple disjunctive decom-

positionが存在することがわかる．分解の部分関

数は， SDF (fN ; S)の 2つの要素を 0と 1で置き

換えることで得られるが，これは ANDゲートで

実現できる．従って， f には， ANDゲートとい

くつかの NOTゲートで部分関数が実現できるよ

うな simple disjunctive decompositionが存在す

る．

例として，図 3に示す f = ab0cd + a0e +

be + c0eを考える．対称変数集合は fa; b0; cgで

あり， fa0b0 = fa0b = fab = eであるこ

とから， fa; b0; cgのすべての 2変数ペアに関して

single-variable symmetricである．ここで，変数

f = ab’cd + a’e + be + c’e

g
h

XF

a

f XB b
c

d
e

g = hd + h’e
h = ab’c

図 3: ANDゲートを用いた分解

bの極性を反転した関数 fN = abcd+a0e+b0e+c0e

を考えると， fNa0b0 = fNa0b = fNab0 = eとなり，

simple disjunctive decompositionが存在する．分

解の部分関数は， h = abcであり， ANDゲート

を用いて実現できる．NOTゲートを用いて変数 b

の極性を戻すことで，もとの関数 f の分解の形が

得られる．

3.1.4 対称関数を用いた分解

関数 f のすべての対称変数集合 S が，multiform

symmetricや single-variable symmetricである 2

変数を含んでいなければ， SDF (f; S)を計算して

分解の存在を調べる必要がある．これは， 2.1章

で述べたように，OBDDの変数順を変更して計

算する．もし simple disjunctive decomposition

が存在すれば，その部分関数は一般的な対称関数

となる．

3.2 分解の像が 2入力関数である場合

次に，分解の像 gが 2入力関数である simple dis-

junctive decompositionも簡単に検出できること

を示す．これに当てはまる分解の形とそのための

条件は，以下に示す 5種類に分類できる．

� fx0 = (fx)
0ならば， f = x � fx0 と分解でき

る．

� fx0 = 0ならば， f = x � fx と分解できる．

� fx = 0ならば， f = x0 � fx0 と分解できる．

� fx0 = 1ならば， f = x0 + fxと分解できる．

� fx = 1ならば， f = x+ fx0 と分解できる．

明らかに， fx0 と fx は xに依存していないので，

これらの分解は simple disjunctive decomposition
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図 4: 分解の像が 2入力関数である分解

である．

例として，図 4に示す関数 f について考える．

変数 aの 2つのコファクタはそれぞれ fa0 = b0c +

bdと fa = bd0 + b0c0であり， fa0 = (fa)
0が成り立

つ．従って， f は f = a�(b0c+bd)の形の simple

disjunctive decompositionを持つ．

このような形の分解が存在するかどうかを調べ

るためには，関数 f のすべての変数 xについて，

上記の 5つの条件のどれかを満たすかどうかを

調べれば良い．これは，関数 f のOBDDを構築

し，変数 xのすべてのノード vに対して，それが

表す関数 fv が， fvx0 = (fvx)
0， fvx0 = 0， fvx =

0， fvx0 = 1， fvx = 1のどれかを満たすかどう

かを調べればよい．ここで， fvx0 と fvx は， vの 0

枝と 1枝が指し示すノードによって表現されてい

る．OBDDに否定枝が導入されている場合は，

f vx0 = (fvx )
0かどうかを判定することは定数時間で

可能である．また， fvx0 = 0， fvx = 0， fvx0 = 1，

f vx = 1に関しては，定数ノードとの比較なので，

これも定数時間で行える．従って，ここで述べた

形の分解は，簡単に検出できると言える．

4 Simple disjunctive decomposition

を用いた多段論理回路合成

本章では，積和形論理式を多段化する手法とし

て幅広く用いられている代数的手法 [10, 11]の前

処理として， simple disjunctive decomposition

を用いることを考える．

1出力関数の多段回路合成を考えた場合， sim-

ple disjunctive decompositionが存在すればすぐ

にそれを適用し，存在しなければ既存の代数的手

法等で分解していく，という手法で良い多段回路

が得られると考えられる．しかし，多出力関数の

場合は，必ずしもそうとは言えない．簡単な例を

示すと， f1 = ab + ac, f2 = ab, f3 = acの

場合，最適な多段回路は，総リテラル数 6の f1 =

f2 + f3, f2 = ab, f3 = acであるが， f1に存在

する simple disjunctive decompositionを適用す

ると， x = b+ c, f1 = ax, f2 = ab, f3 = acとな

り，総リテラル数 8の多段回路となってしまう．

また，分解を必要以上に行うことは，以下の理

由からも不利である．関数の分解を行ったとき，

その部分関数の出力に新たな変数を割り当ててい

く．この変数は本来独立な変数ではなく，外部入

力変数に依存するものであるため，この変数を用

いている他の関数では，いくらかのドントケア条

件が発生していることがある．しかし，代数的手

法ではこれを独立な変数として扱うため，そのよ

うなドントケア条件は認識されない．

以上のことから， simple disjunctive decompo-

sitionが存在するからといって，必要以上に分解

を適用することは望ましくないことがわかる．必

要性の少ない関数はその出力側に併合した方が良

いと考え，我々は以下のような手順で積和形論理

式を多段化している．

1. 各出力の関数に対して， simple disjunctive

decompositionが出来なくなるまで再帰的に

これを適用する．

2. 同じ入力と同じ内部関数を持つ関数を共通化

する．

3. 必要性の少ない関数をその出力側の関数に併

合する．

2では，各出力関数の simple disjunctive de-

compositionにより発生した部分関数の，回路全

体における必要性を評価している．すなわち，必

要性の高い部分関数はこの処理によって複数の出

力を持つことになる．

3では，ある関数 xの出力数が 1で，出力先の

関数 f において，変数 xがユネイトである (非冗

長積和形において xあるいは x0でしか現れない)

場合，その関数 xの必要性が小さいとみなして併

合を行っている．例えば， x = ab, f = xc + xd

の場合，変数 xはユネイトであるので，併合して



表 1: 実験結果

回路 SDD 代数的手法 SDD +代数的手法
名前 入 出 SX SA SS 2X 2A 時間 (秒) リテラル 時間 (秒) リテラル 比 時間 (秒)
5xp1 7 10 0 5 0 4 0 0.32 143 0.87 114 0.797 0.97

alu4 14 8 0 1 0 1 0 0.61 1099 242.88 1083 0.985 241.28

apex1 45 45 2 80 0 0 12 2.43 1703 113.76 1708 1.003 118.17

apex2 39 3 0 18 0 0 3 3.95 395 246.47 385 0.975 128.80

apex3 54 50 2 24 4 0 11 1.67 1631 43.68 1631 1.000 46.48

apex4 9 19 0 0 0 0 4 0.58 2686 393.14 2686 1.000 390.84

apex5 117 88 0 125 0 0 78 3.10 957 11.53 919 0.960 15.18

cordic 23 2 4 7 6 0 0 0.45 97 831.58 90 0.928 1.54

duke2 22 29 0 16 1 0 14 0.53 425 4.02 425 1.000 4.71

pdc 16 40 1 25 0 0 15 1.56 445 3.48 445 1.000 4.97

sao2 10 4 0 3 0 0 5 0.33 188 1.10 188 1.000 1.50

spla 16 46 6 52 7 0 26 1.42 637 12.06 620 0.973 13.20

t481 16 1 4 10 0 0 0 0.49 52 6.28 40 0.769 0.70

合計 19 366 18 5 168 17.44 10458 1910.85 10334 0.988 968.34

f = abc+ abdとする．

5 実験結果

本稿で提案した simple disjunctive decomposi-

tionの手法を実装し，ベンチマーク回路 [12]内の

積和形論理式に対して実験を行った．表 1に結果

を示す． \回路"において， \入"は入力数， \出"

は出力数を意味する．

まず， 3章で述べた simple disjunctive decom-

positionの高速化の効果を見るため，これだけを

適用した結果を \SDD"に示す． \SX"， \SA"，

\SS"， \2X"， \2A"は，適用された分解の種類

を示す． \SX"， \SA"， \SS"は，対称変数集合

を検出することによる分解に相当し， \2X"， \2A"

は，分解の像が 2入力関数である分解に相当す

る．これらにおいて， \X"， \A"， \S"はそれぞ

れ，XORゲート，ANDゲート，対称関数を意味

する． \時間"は， Sun Ultra 2 Model 2200にて

実行したときに要した時間で，単位は秒である．

結果より，大規模な論理関数に対しても十分に

実用的な時間で実行できることがわかる．また，

実用的な論理設計において，本稿で述べた形の

simple disjunctive decompositionが多く存在する

ことがわかる．

次に， 4章で述べた前処理の効果を見るため，

さらに 2種類の実験を行った． \代数的手法"に

は，カリフォルニア大バークレー校の SIS [10] を

用いて，代数的手法よる多段化を行った (具体的に

は， \script.algebraic"という論理合成スクリプ

トを実行した)結果を示す． \SDD +代数的手法"

には， 4章で述べたように，まず simple disjunc-

tive decompositionを行い，必要性の少ない関数

をその出力側に併合し，そのあと代数的手法によ

る多段化を行った結果を示す． \リテラル"には，

多段化が終了した後の回路全体の総リテラル数を

示す．

前処理として simple disjunctive decomposi-

tionを併用した場合としない場合の多段化結果

を比べると，多くの回路では結果はそれほど違

わない．しかし， XORゲートを多く使う回路に

対しては，大きな改善が見られるものがある．ま

ず， \5xp1"や \alu4"に存在する \2X"のタイプ

の分解は，検出するためには否定の一致判定を必

要とするため，代数的手法ではなかなか見つけ

にくい分解であると思われる．また， \cordic"や

\t481"では，処理時間に大きな改善が見られた．

これらの元の積和形論理式には，非常に多くの積

項が存在するが， XORゲートによる分解を検出

することで，その数を大きく減らせたのが理由で

あると思われる．



6 おわりに

本稿では， simple disjunctive decomposition

を大規模な論理関数にも適用できるようにするた

め，XB が対称変数集合である場合と，分解の像

gが 2入力関数である場合に分解の形を限ること

で，処理の効率化を図った．また，そのための主

要な処理である対称変数の検出の高速化について

も述べた．実験結果より，大規模な論理関数に対

してもわずかな時間で実行できることと，分解の

形を上記のように限っても多くの分解が検出でき

ることが確認できた．

また， simple disjunctive decompositionの論

理合成における応用として，代数的手法による積

和形論理式の多段化の前処理にこれを用いた．こ

の結果，回路によっては，リテラル数削減や処理

時間の削減に効果があることが確認できた．今

後， PARTHENONの論理合成システム [11]に，

この技術を組み入れることを検討していく．
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