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講演者の関心は、対称性の観点からの数学の開拓です。今

回は、量子コンピュータの構築の土台ともなり、理論・実験双

方で活発な研究が進む量子光学の模型と数論を繋ぐ話をし

ます[2]。具体的には、非可換調和振動子（NCHO [3]）なる

数学モデルと光と物質の相互作用を記述する量子ラビ模型

（QRM）及びその非対称模型（AQRM）のエネルギースペク

トルとそのゼータ関数を通じた数論がテーマです。実際、ゼー

タ関数の研究は物理でいえば系の分配関数（状態和）の研究

と同等です。なお、それぞれのHeun微分方程式描像により、

NCHOがQRMの被覆を定めることがわかります[4]。また、

（A）QRMの理論は、超伝導人工原子と電磁場（光）の相互

作用を測る実験結果[5]を見事に予言し、量子もつれの実現

を強く示唆しました。量子もつれにより物質と光は情報の交

換を行います。これにより量子コンピュータの基本素子がで

きます。

定理は発見によるものです。発明ではありません。したがっ

て、紡ぎ方は数学者個人によりますが、そこにある事実（定

理）は発見以前から存在していると思うのが妥当です。ところ

で近年、地球外高等生命の存在が示唆されています。正しけ

れば、地球では未発見の定理が既に知られている可能性もあ

ります。一方で、量子情報や量子計算などの研究からは、一見

抽象的にみえる計算も物理法則から逃れられないように映り

ます。つまり“計算⊂物理法則⊂数学”なる包含関係があり、数

学は宇宙より前にあったのかもしれません。地球上ではバビ

ロニア数学には遡れます。その後も数学は脈々と進歩してい

ます。講演では、現実の数学研究がどのように進むのかを、実

際の動機や問題の立て方、アプローチなどを、メンバーの数

学にも触れながら以下を例にお話しします：

①�NCHOのスペクトルゼータ関数の特殊値が生む保型

形式等の数論と楕円曲線[6,7]。

②�QRMの伝搬関数の解析的公式と無限対称群、経路積

分、ゼータ関数[8,9]。

③�AQRMの縮退[10,11]と隠れた対称性[12]。ディオ

ファンタス幾何に繋がる課題や予想[13]。

将来、銀河系の知的生命との通信が実現されたとき、自信を

もって交流ができるように地球の数学研究は向かうのでしょう。
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数学研究の目的は未だ見ぬ数学世界に光をあてることで

す。研究は既存の未解決問題の解決と新しい問題・テーマの

発掘により進みます。予見し難いものの、進歩する数学がいつ

か役立つことは歴史が示しています。たとえば、素数の研究が

現代のセキュリティを支え、非ユークリッド幾何学が相対論

を通して全地球測位システムGPSを生みました。

数学研究の特質のひとつは、いろいろと散らばっているもの

をひとまとめにしていく点にあります。数学は多様な科学から

刺激を受けつつ究極の抽象化も行ないます。数学内部に限ら

ず、実験科学等からの題材においても、まったく離れ離れにみ

えていた事実を統一的・普遍的に理解しようとすることは数学

のもつ本質的なはたらきです。長い間、互いに無縁なことであ

ると信じられてきたものの間に、疑いようのない親近性や等価

性が明らかにされていくことには価値があります。数学の研究

は、種々の実験的事実が物理法則へと私たちを導いてくれる

ことに似ていると述べたPoincaré の言葉もあります。そうし

たことから数学は、世界の理解の要となる問題の『発見』や体

系化による『視座の提供』にさえ貢献しうるものです。

今春、宮﨑、Reyes-Bustos、堀永の3名が基礎数学研究セ

ンタに集いました。専門は順に、数論幾何学（Grothendieck

のモチーフ理論に不足する困難部分の整備と開拓）、グラフ

理論・表現論（暗号分野等で待たれるRamanujan グラフ

の無限族の新しい構成と量子相互模型の数論）、保型表現論

（Deligne 予想に迫るL-関数の特殊値の幾何構造）です。

さて、日本のフィールズ賞はいずれも代数幾何学から生まれ

ました。数論幾何（図形による整数論研究）はWeil予想解決の

ために代数幾何を再構築した Grothendieck が創始しまし

た。Weil 予想の解決はDeligneです。また、それに連なる20世

紀後半からの数学の巨大研究課題としてLanglands哲学（予

想群）があります。その原点は表現論の解析的側面にあります

（Weil への手紙[1]）。背景にあったのはHarish Chandra 

のリー群の無限次元表現論とSelberg の跡公式の研究です。

なお、表現論とは対称性の学問であり、保型表現論とは、楕円

曲線に関する志村・谷山予想なども含む、表現論による保型形

式の研究です。Fermatの最終定理の証明もLanglands哲学

の一角をなす志村・谷山予想が要でした。プリンストン高級研

究所など世界有数の大学等ではこの予想群の研究が活発で

す。また、その幾何学的変形版は物理学の究極理論といわれる

弦理論の定式化にも使われています。さらにABC予想攻略に

向け構築された望月のIUT理論と量子計算の課題には類似点

があるとの指摘もあります。ただし、量子計算の研究では、未だ

現代の代数幾何は使われていないようです。
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Courtesy of APS/Alan Stonebraker (2011)
光と物質の相互作用

NCHOはQRMの被覆モデル

Relation between the QRM and the NCHO via confluence process
スペクトルゼータ関数の特殊値 アペリ型数列（とその母関数）

フックス型常微分方程式

保型性（保型形式，保型積分で書ける）

（高い素数冪を法とする）合同関係式

マーラー測度

離散力学系

数論幾何

重みつきケーリーグラフ

LOOKING FOR ASYMMETRIC NCHO

Abstract. In this document we consider the problem of finding an asymmetric analog for the non-

commutative harmonic oscillator in such a way that via confluence process gives the AQRM Hamiltonian.

1. Introduction

In Section 2.2 we recal the definition of the Quantum Rabi model and describe its confluent Heun
picture and correpondely, in Section 2.3 we describe the non commuative harmonic oscillator (NCHO)
and its Heun picture. In particular, we give the description of the confluent produce that links the two
model (see Figure 1). One of the generalization of the QRM, called the asymmetric quantum Rabi model
(AQRM), has been shown to possess a rich structure and has been studied from diverse points of view,
including a rich structure derived from its hidden symmetry operator.

NCHO R ∈ U(sl2)
(degree 2)

Heun ODE

K ∈ U(sl2)
(degree 2)

Confluent Heun ODE

QRM

π′
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(Intertwiner)

π′
a
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(non-unitary
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process

�ã

Segal-Bargmann space
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Figure 1. Relation between the QRM and the NCHO via confluence process

In Section 3 we propose a generalization of the NCHO in such a way that by following the confluence
process used in the NCHO gives the AQRM Hamiltonian. The bias term corresponds to the Pauli matrix
σy instead of the apparently more natural choice σx. That approach is described in Appendix A.

2. Preliminaries

2.1. Heun and confluent Heun differential equations. To simplify the discussion later, let us recall
the basic notions and notations for Heun and confluent Heun differential equations.

2.2. Quantum Rabi model. In this section, we give the definition of the quantum Rabi model (QRM)
and describe its confluent Heun picture. The Hamiltonian of the QRM is the model described by the
Hamiltonian

(1) HRabi = ωa†a+∆σz + gσx(a
† + a)

where a† and a are the creation and annihilation operators of the bosonic mode, i.e. [a, a†] = 1 and

σx =

[
0 1
1 0

]
, σy =

[
0 −i
i 0

]
σz =

[
1 0
0 −1

]

are the Pauli matrices, 2∆ is the energy difference between the two levels, g denotes the coupling strength
between the two-level system and the bosonic mode with frequency ω (subsequently, we set ω = 1 without
loss of generality). We note that the QRM commutes with the operator σzP, where P = exp(iπa†a) is
the parity operator.

The confluent Heun picture of the QRM is obtained from the Bargmann space B realization of boson
operators in the usual way, that is a �→ ∂z and a† �→ z, where ∂z = ∂

∂z .
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非可換量子ラビモデルの縮退に隠れる対称性

グレー：エネルギー・スペクトル曲線
朱色：Pl＝0

Constraint 多項式 ( , ∆) = 0
⇨
Judd型例外固有値 − + が存在

しかし，より根源的な理由
を知りたい

( = ∈ ℤ)

固有値（整数）の縮退：constraint多項式の整除

ディオファントス幾何における
多項式の整除と整数点の縮退
（Vojta予想に深く関係）

酷似

P. Corvaja and U. Zannier, Adv. Math. 225 (2010)

Constraint 多項式を利用した断熱近似の考えを用いると，
一般のスペクトル曲線の近似が得られる．

Zi-Min Li et al, J. Phys. A: Math. Theor. 54 405201 (2021)

予想を仮定すると，H l
2
の最初の l 個のスペクトル曲線が

Pl によってとても良く近似される．

Constraint 多項式は系全体をよく知っているといえる．

固有値の縮退 隠れた対称性

constraint多項式の整除性 超楕円曲面による記述

constraint多項式の商
（多項式） =

予想
H l

2
と可換な作用素の

生成元が定める 2次式 Pl

物理学者の信ずるところ
（長く不明であった）

　固有値は本質的に
整数でパラメトライズ

QRM (ε = 0)のときは
パリティがある

具体的記述


